Wokot Pitagorasa

Wszyscy styszeli§my o twierdzeniu Pitagorasa, wigkszo$¢ z nas potrafi je zastosowaé. Ale czy jego
autorem byt rzeczywiscie Pitagoras?

Okazuje sig, ze niewiele wiemy o tym slynnym uczonym. Dlaczego? Poniewaz nie zostawit on po
sobie zadnych pism, a o jego dokonaniach dowiadujemy si¢ z dziet filozoféw greckich, ktorzy zyli
ponad 200 lat p6zniej ( byli to m.in. Diogenes, Jamblichos, Porfinios). Nie mozna tez ustali¢
doktadnych dat jego urodzin i $mierci. -
Co zatem wiemy?

1. Pitagoras urodzit si¢ ok 572 r. p. n. e. w rodzinie kupieckiej na
greckiej wyspie Samos. Wiele podrozowat do Indii, Egiptu, Syrii i
Mezopotamii. Spedzit kilka lat w towarzystwie Talesa w pobliskiej
Jonii. Byt filozofem, etykiem, politykiem i matematykiem. Ok 530 r.
p. n. e ( czyli w wieku ok 40 lat) osiadl na stale w Krotonie (Italia).
Zatozyl tam szkote¢ zwana Zwiazkiem Pitagorejskim, ktora data
podwaliny kierunkowi filozoficzno-religijnemu — pitagoreizmowi. Po &
spaleniu si¢ szkoty Pitagoras zamieszkat w Metaponcie, gdzie
przebywal do konca zycia.
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2. Pitagoreizm.
Pitagoras, zrodto: wikimedia.com

Elementami pitagoreizmu sa: muzyka, harmonia i liczba, rozpatrywane przede wszystkim
jako czynniki wychowawcze, stuzace zblizeniu do Boga. Szkota ta glosita tez wiarg w
nie$miertelnos$¢ duszy, ktora musi wielokrotnie wcielaé si¢ w postacie ludzi a takze zwierzat, aby
odpokutowac za swoje pierwotne przewinienie.
W okresie poczatkowego rozkwitu, pitagorejczycy zajmowali si¢ gldwnie arytmetyka. Hasto tego
okresu brzmialo: ,,Wszystko jest liczba”. Trzeba tu wspomnie¢, ze rozumieli liczbg nie jako
abstrakcjg, lecz jako realny ksztatt. Poza tym mowiac o liczbach mieli na mys$li liczby naturalne.
Duzym szokiem dla nich byto odkrycie odcinkéw niewspdtmiernych (czyli takich, ktérych nie da
si¢ zmierzy¢ ta sama jednostka — nie da si¢ jej odtozy¢ catkowita liczbg razy w kazdym z nich). W
konsekwencji odkryto liczby niewymierne, ktore wowczas nazwano alogoj (niewyrazalne).
Wydarzenie to podzielito pitagorejczykdéw na dwa nurty:

— akuzmatykow (tzn. stuchaczy), ktorzy porzucili dociekania matematyczne i obrali drogg
religijno-etyczna, uznali, Ze cztowiek nie jest w stanie zglebi¢ tajemnicy harmonii i
trzeba tylko stucha¢ podszeptow niebios na jej temat;

— matematykow (tzn badaczy), ktdrzy nie porzucajac religii prowadzili dalsze badania i
zajeli sig¢ przede wszystkim geometria.

Przykiady gléwnych osiagnigc¢ pitagorejczykow:

pierwsza klasyfikacja liczb (liczby parzyste, pierwsze, bedace kwadratami, doskonate itd.)

* dowod twierdzenia Pitagorasa

* dowdd, ze suma katéw w trojkacie jest rowna 180°

* wprowadzenie $redniej arytmetycznej

* konstrukcja wielo$cianéw foremnych i odkrycie dwunasto$cianu foremnego

* interwaly w muzyce

* po raz pierwszy wysungli tez¢ o kulisto$ci Ziemi, wynikajaca z obserwacji wczesniejszego
pojawiania si¢ gwiazd na niebie na wschodzie. Z osiagni¢¢ tych korzystali M. Kopernik 1J.

Kepler.

Uczniowie Pitagorasa wiele swoich dokonan przypisywali swojemu mistrzowi, aby go uczci¢, a
takze by poprze¢ autorytetem wielkiego uczonego swoje poglady. Dlatego dzisiaj trudno z cala
pewnoscia stwierdzié, czego dokonal Pitagoras, a czego jego uczniowie.



3. Twierdzenie Pitagorasa
wJezeli trojkqt jest prostokqtny, to suma pol kwadratow zbudowanych na przyprostokqtnych jest
rowna polu kwadratu zhudowanego na przeciwprostokqtnej”.

Jak dwa kwadraty zamieni¢ na jeden o polu réwnym sumie pol kwadratow wyjsciowych? Czyli jak
pocia¢ dwa kwadraty, zeby wszystkie uzyskane czesci ztozy¢ w trzeci?

Zastanoéwcie sig, sprobujcie. Mozliwosci jest wiele. Jedna z nich znajdziecie na koncu tego
artykutu.

Problemem tym zajmowano si¢ ok 1000 — 1500 lat przed Pitagorasem. Jednak dopiero Pitagoras
(lub jego uczen) rozwiazat to zadanie po raz pierwszy, a tym samym udowodnit twierdzenie
Pitagorasa. Dzi§ znamy wiele dowoddéw tego twierdzenia, wykorzystujacych wiedzg z réznych
dziedzin matematyki. Dwa z nich znajdziecie w podreczniku dla klasy pierwszej a kolejny w
Centrum Hewelianum w Gdansku. Popatrzcie, poszukajcie innych dowodow.

Prawdziwe tez jest twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa.

Kto sformutowat twierdzenie Pitagorasa? Czy na pewno
Pitagoras?

Do konca tego nie wiadomo, ale sa dowody, ze znano je duzo
wczesniej w Egipcie, Babilonii, Chinach i Indiach.

Twierdzenie to mozna uogo6lnié, zastepujac kwadraty
odpowiednimi figurami podobnymi:

,.Jezeli na bokach trojkata prostokatnego zbudujemy 3 figury
podobne, to suma pot figur zbudowanych na przyprostokatnych
jest rowna polu figury zbudowanej na przeciwprostokatnej”.

4. Trojkaty pitagorejskie
Trojkat pitagorejski to taki trojkat, ktorego boki sa wyrazone
liczbami naturalnymi a, b, ¢ spetniajacymi warunek: a> + b* = ¢’.
Jest to, oczywiscie trojkat prostokatny (na mocy twierdzenia
odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa).
Szczegbdlnym takim trojkatem i1 jedynym, w ktorym dodatkowo
dtugosci bokow sa kolejnymi liczbami naturalnymi jest trojkat egipski. Jakiej dtugos$ci sa jego
boki? Oczywiscie: 3, 4 1 5. Juz Egipcjanie wiedzieli, ze jest to trojkat prostokatny i1 stosowali go do
wyznaczania katow prostych przy odnawianiu granic gruntowych zmywanych przez doroczne
wylewy Nilu. Uzywali tez tancucha ztozonego z 12 ogniw, z ktorego po napigciu uktadano trojkat o
bokach 3, 4, 5 1 w ten sposob uzyskiwano kat prosty, czgsto wykorzystywany w budownictwie.
Potraficie poda¢ inne przyktady trojkatow pitagorejskich?
Pitagoras znalazl wzory pozwalajace odnalez¢ niektore z nich :

a=2n+1, b=2n(n+1), ¢=2n*+2n+1, gdzie n oznacza liczbe naturalna.
Np. dlan=3 otrzymamy: a=7, b=24, ¢=18 + 6 + 1=25. Sprawdzmy, czy liczby te spelniaja
warunek Pitagorasa: a’> +b? =72+ 24>=49 4+ 576 = 625 = 25% = ¢*. Zatem liczby 7, 24, 25 sa
dlugo$ciami bokéw trojkata pitagorejskiego.
Dzi$ znamy jeszcze inne wzory pozwalajace odnalez¢ wszystkie trojkaty pitagorejskie, np.:
a=m’-n’, b=2mn, ¢c=m’+n? gdzie min sa dowolnymi liczbami naturalnymi takimi, ze m>n.

5. Pitagoras i muzyka.

Pitagorejczycy wiedzieli, ze cztowiek odbiera jako harmonijne (przyjemne) zestawienie dzwigkow,
ktorych czestotliwo$ci pozostaja ze soba w stosunku bedacym ilorazem niewielkich liczb
naturalnych: 1, 2, 3, 4. Swoje badania prowadzili przy pomocy jednostrunowego instrumentu
zwanego monochordem. Wykorzystujac przesuwany mostek skracano odpowiednio jego strung.
Zauwazyli, ze jezeli dlugosci dwoch napigtych jednakowa sifa strun maja sig jak 2:1, to struny te



daja przyjemne wspotbrzmienie. Podobnie przyjemnie brzmia stosunki 3:2 1 4:3. W ten sposob
otrzymano interwaty (czyli odleglo$ci miedzy strunami): oktawe, kwintg czysta 1 kwarte czysta.

Dzieje sig tak dlatego, ze nalozenie na siebie fal
spelniajacych powyzsza wlasnos$¢ daje w
rezultacie regularny (okresowy) wynik, ktory w
muzyce nazywany jest konsonansem. Nalozenie
na siebie fal o niepasujacych czgstotliwosciach
daje nieregularny wynik czyli dysonans.

Monochord, zrédto: wikimedia commons
Zauwazmy jeszcze, ze suma liczb 1,2,3.4 daje 10, a liczba ta wedlug wierzen pitagorejskich
oznaczala doskonalo$¢ Wszechswiata.

6. Gwiazda pitagorejska

Symbolem pitagorejczykdéw byt pentagram, czyli pigciokat
gwiazdzisty. Znakiem tym pitagorejczycy pozdrawiali sig i
wzajemnie rozpoznawali, kreslac go na piasku.
Figur¢ wyro6zniaja sposrod innych gwiazd pewne wiasciwosci, np. :

* suma katow wewnetrznych réwna jest 180°,

* jest w nim ukryta zlota proporcja ( jest to podziat odcinka
na dwie takie czgSci, ze stosunek dtugosci dtuzszej czgsci
do dlugosci krotszej jest taki sam jak stosunek dtugosci
catego odcinka do dtuzszej jego czgsci).

Takie zlote cigcia mozna znalez¢ we wszystkich punktach
skrzyzowania promieni gwiazdy pitagorejskiej.

Pentagram, zrédto: wikipedia.org

Korzystajac z rysunku obok : stosunek dlugosci odcinka
niebieskiego do r6zowego jest taki sam, jak stosunek dlugosci odcinka zielonego do niebieskiego
oraz jest taki sam, jak stosunek dlugo$ci odcinka czerwonego do zielonego.
Ciekawostka jest, ze do dzi§ 1/3 panstw ma pentagram w swoim godle.

7. Slimak Pitagorasa (zwany rowniez $limakiem Teodorosa)

Jak na osi liczbowej doktadnie zaznaczy¢ liczbe '3 ?

Jesli chcemy znaleZ¢ odcinek o dtugosci, ktora
jest pierwiastkiem z liczby naturalnej, mozemy
skorzysta¢ ze §limaka Pitagorasa. Nazwa
pochodzi stad, Ze opieramy si¢ na twierdzeniu
Pitagorasa.
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/ \ 1. Rysujemy trojkat prostokatny rownoramienny

|____ / N o przyprostokatnych dtugosci 1.

“"“‘“=7 Przeciwprostokatna ma dtugo$é v2 .

/ 2.Do poprzedniego trojkata dobudowujemy
drugi, ktorego jedna przyprostokatna bedzie
odcinek o dtugosci v/2 , a druga o dugosci 1.

Przeciwprostokatna ma dhugo$é +/3

Postgpujemy tak dalej, az uzyskamy
—1 interesujacy nas odcinek.

slimak Pitagorasa, zrodto: wikimedia commons

Oczywis$cie sposob ten bedzie dla nas uzyteczny, jesli bedziemy szuka¢ niezbyt dtugich odcinkow.



8. Kubek Pitagorasa

Na koniec ciekawostka, nie do konca matematyczna. Mowig tu o kubku Pitagorasa. Nie jest to
zwykty kubek. Jezeli nalejemy do niego napoju do okreslonego poziomu, to napijemy sig, jak z
kazdego innego kubka. Ale, jesli kto$ naleje z rozmachem wigcej, to niestety wyleje si¢ z niego cata
zawarto$¢. Myslg, ze ci z Was, ktorzy znaja prawa fizyki, wiedza, dlaczego tak sig dzieje.

Yrry

D /
zrodto: wikimedia commons

zrodto: wikipedia
Polecam wszystkim obejrzenie filmiku na stronie https://www.youtube.com/watch?v=ISfIT3B4y6E

w ktorym pokazano, jak ten kubek ,,dziata” oraz czy tak samo ,,zachowuja si¢” w nim wszystkie
ciecze. Wideo jest w jezyku angielskim, ale mysle, ze kazdy z Was zrozumie, o co w nim chodzi.

Pitagoras i jego uczniowie dokonali szeregu odkry¢, ktore daly podwaliny wspolczesnej
matematyce, astronomii, muzyce, filozofii i innym dziedzinom. Nie sposob przecenic¢ ich
wkladu w rozwoj nauki.

W kolejnym miesiacu przypadaja ,, Walentynki”, czyli zien Zakochanych, dlatego w nastgpnym
artykule opowiem o milo$ci w matematyce..
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Encyklopedia PWN

http://www.math.edu.pl/pitagoras-z-samos

http://www.swiatmatematyki.pl/index.php?p=48

*  *

*

*

http://www.serwis-matematyczny.pl

* http://www.matematyka.wroc.pl/poczet/pitagoras-z-samos

* Tlustracja uogdlnionego tw. Pitagorasa pochodzi z ksiazki: ,,Matematyka I1. Podrgcznik dla liceum i
technikum. Zakres podstawowy z rozszerzeniem” - M. Dobrowolska, M. Karpinski, J. Lech, wyd GWO
2003

Dowdd tw. Pitagorasa

Mamy trojkat prostokatny o przyprostokatnych: krotsza AB i dluzsza AC i przeciwprostokatnej BC. Dorysowujemy
kwadraty zbudowane na przyprostokatnych i przeciwprostokatnej. Przez srodek kwadratu zbudowanego na
przyprostokatnej AC poprowadzmy dwie proste: jedna rownolegla, a druga prostopadta do przeciwprostokatnej BC.
Teraz wytnijmy kwadraty, ten porysowany potnijmy wzdtuz linii i z otrzymanych czgsci oraz mniejszego kwadratu
utdézmy ten najwigkszy kwadrat. Przyjemnosci!
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