Tajemnicze liczby Fibonacciego cz.1

W tym artykule zajmiemy si¢ niezwyklymi liczbami Fibonacciego.
Najpierw kilka stéw o ich odkrywcy.

Leonardo Pisano, czyli Leonardo z Pizy znany réwniez jako Fibonacci ( od tacinskiego
filius Bonacci — syn Bonacciego) urodzit si¢ ok. 1175r w Pizie. Jego ojciec Gugliemo (Wilhelm)
Bonacci byt urzednikiem panstwowym i w roku 1192 otrzymat posade celnika w Bugii — miescie
potozonym na $rédziemnomorskim wybrzezu Afryki. Bugia (dzi§ Bidzaja w Algierii) byla
zamorska kolonia Pizy. Leonardo dotaczyt do ojca i miat rozpoczac¢ karierg kupca. W tym celu
uczyt si¢ rachunkéw, poniewaz kazda z republik operowata wlasna waluta 1 kupcy musieli
przelicza¢ swoje srodki na odpowiednie jednostki. Nalezato dokonywac obliczen codziennie —
zgodnie z podawanym kursem danej waluty. Wiasnie w Bugii Fibonacci po raz pierwszy zetknat si¢
z cyframi arabskimi ( do tej pory znat tylko system rzymski).

' W zwiazku z prowadzeniem intereséw
Fibonacci wiele podrézowat. Dotart do
N Egiptu, Syrii, Grecji, byt rowniez na
Sycylii oraz w Prowansji. Chciat réwniez
l pozna¢ nowe metody prowadzenia

obliczen, dlatego wszedzie tam, gdzie
przebywat spotykat si¢ z matematykami.
Na przetomie wiekow wrocit do Pizy,
gdzie probowat spisa¢ wszystko, czego
dowiedzial si¢ podczas podrozy. W ten
sposob powstato dzieto ,,Liber abacci”
(wydane w 1202r.), poswigcone
praktycznym zastosowaniom metod
rachunkowych z uzyciem cyfr arabskich.
We wstepie Leonardo pisze:

Dziewie¢ cyfr indyjskich to:
9,8,7,6,5,4,3,2,1. Za ich pomocq oraz przy
uzyciu znaku 0, ktory jest przez Arabow
wany ,,zefirium”, mozna zapisac kazdq,
dowolnie wybranq liczbe, co zostanie
pokazane ponizej.

Inne dzieta Fibonacciego, to: ,,Practica
geometriae”(1220) — poswigcone
praktycznym zastosowaniom geometrii;

Leonardo Pisano , znany jako Fibonacci (wikimedia)

,F110s”(1225) — dotyczace kwiatdw i1 kwitnienia; ,,Liber quadratorum™(1225) — czyli Ksigga
Kwadratow; ,,Di minor guisa’- poswigcone arytmetyce w handlu; a takze komentarze X ksiegi
»~Elementow” Euklidesa, w ktorych zawart algebraiczny opis liczb niewymiernych. Niestety
niewiele z tych dziet zachowalo si¢ do dzi$.

Fibonacci pomagal (czgsto nieodplatnie) obywatelom miasta w prowadzeniu rachunkdéw, za co
zostat nagrodzony dozywotnia pensja przez Republike Pizy. Zmart w 1250 roku.

Fibonacci wywart ogromny wptyw na rozw¢j matematyki §wiata zachodniego. Byt jednym z
najwybitniejszych uczonych swoich czasow. Jednak najbardziej zastynat opisujac problem
rozmnazania si¢ krolikow , ktory doprowadzit go do odkrycia ciagu liczb znanego dzis$ na catym
swiecie jako ciag Fibonacciego.



Jakie to liczby?
Zadanie prowadzace do nich brzmiato nastepujaco:

Pewien cztowiek trzymat w zamknietym kojcu pare krolikow. Chcemy wiedziec, z ilu par bedzie
sktadac sie po roku jego hodowla, jesli wiemy, Ze w naturze tych zwierzqt lezy wydawanie na swiat
nowej pary w ciqgu miesiqca, a para ta stanie sie ptodna po uptywie nastepnego miesiqca.

Rozwiazanie mozemy zilustrowa¢ drzewem:

M — para mtodych osobnikdw; D — para dorostych
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Na poczatku mamy jedna parg, po miesiacu nadal jedna, po dwoch miesiacach dwie, po trzech 3, po
czterech 5 itd.

Laczna liczba par krélikéw zliczana co miesiac tworzy ciag liczb: 1, 1,2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,
144,233, 377, itd.

Jak powstaja kolejne liczby, czyli wyrazy tego ciagu?

Sprébuj odpowiedzie¢ na to pytanie, zanim przeczytasz dale;j.

Mozna zauwazy¢, ze kolejne wyrazy, poczawszy od trzeciego powstaja przez dodanie dwéch
poprzednich 1 tak:

2 {1

1 }3
5 {2
13{5

21
34{ 13 }
34

Ciag ten jest znany jako ciag Fibonacciego.

Nazwe nadat mu francuski matematyk Edouard Lukas (ktory badat ciag podobny do ciagu
Fibonacciego, ale rozpoczynajacy si¢ nie od dwoéch 1, tylko od 11 3.)



Mozemy go zdefiniowa¢ rekurencyjnie (F, oznacza wyraz n-ty ciagu, np. F, — pierwszy wyraz):
Fi=1, F=1, F...= F,+F,1, gdzie n jest liczba naturalna wigksza lub rowna 1.

Dlaczego ten ciag jest niezwykly?
Zwro¢my uwagg na niektore jego wlasnosci:

1. Suma kazdych kolejnych dziesigciu wyrazoéw jest podzielna przez 11.

Niewiarygodne? Sprawdz sam. Na koncu dzisiejszej czgsci artykutu zamieszczam 50 poczatkowych
wyrazoéw ciagu Fibonacciego. Wybierz dowolna dziesiatke kolejnych liczb, dodaj je i sprawdz (np.
uzywajac kalkulatora), czy suma ta jest podzielna przez 11. (Jest podzielna, prawda?)

2. Zbadaj, czy dowolne dwie sasiednie liczby maja wspolne dzielniki naturalne (rozt6z na czynniki
obie liczby). Okazuje sig, ze jedynym ich wspdlnym dzielnikiem naturalnym jest 1. Zatem:
Sasiednie liczby tego ciagu sa liczbami wzglednie pierwszymi.

3. Przypomnijmy, ze liczba pierwsza to liczba naturalna wigksza od 1, ktora dzieli si¢ tylko przez 1
1 przez sama siebie (nie ma innych dzielnikéw). W ciagu Fibonacciego:

Jezeli n nie jest liczba pierwsza, to F, tez nie jest liczba pierwsza (przy zatozeniu, ze n jest rézne od
4)

4. Suma pierwszych n wyrazoéw ciagu jest o 1 mniejsza od wyrazu stojacego dwa miejsca za
ostatnim sktadnikiem sumy:
F1+ F2+ F3+ . Fn: Fn+2— 1
Sprawdzmy t¢ zaleznos¢ np. dla sumy pigciu poczatkowych wyrazow:
F1:1, Fzzl, F3:2, F4:3, F5:5, F7:13
Fi+F,+F;+F;+Fs=1+1+2+3+5=12=13-1=F,-1.

5. Suma kwadratow poczatkowych liczb Fibonacciego jest rowna iloczynowi ostatniego sktadnika
sumy i wyrazu kolejnego:
F]2+ F22+ F32+ ...t Fn2 = Fn Fn+l

6. Ztota liczba zwiazana jest z tzw. zlotym podziatem. Polega on na takim podzieleniu odcinka na
dwie cze$ci, aby stosunek dhuzszej czgséci do krotszej byt taki sam jak stosunek catego odcinka do
dtuzszej jego czgsci. Ziota liczba jest wiasnie tym stosunkiem i wynosi
¢ = 1,61803398874989484820... ( @ — phi, wym. fi)
Wyniki dzielenia przez siebie dwoch kolejnych liczb Fibonacciego zblizaja sig¢ do ztotej liczby
Sprawdz, czy tak jest w istocie. Im dalsze wyrazy wezmiemy, tym ich stosunek jest blizszy
ztotej liczbie.

To tylko niektore ciekawe wtasciwosci ciagu liczb Fibonacciego. Oczywiscie jest ich duzo wigcej.
Zachgcam do samodzielnego szukania innych wlasnosci.

Liczby Fibonacciego moga zainteresowac nie tylko matematykow.

W nastepnej czgsci pokazg, ze wystgpuja one powszechnie w naturze, przyrodzie i spoleczenstwie,
a w kolejnej opowiem wigcej o zlotym stosunku oraz liczbach Fibonacciego w architekturze,
muzyce, a takze w inwestycjach gietdowych.
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Poczatkowe liczby ciagu Fibonacciego:

Nr wyrazu 12|34 (516(7 |8 |9 |10 |11 (12 |13 |14 |15 |16 |17 |18 |19 |20
Warto§¢ wyrazu |1 |12 |3 |5 (8|13 |21 |34 |55 |89 |144 233 |377|610 987 |1597|2584 4181 6765
Nr wyrazu 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32
Wartosé 10946 | 17711 | 28657 | 46368 | 75025 | 121393 | 196418 | 317811 | 514229 | 832040 | 1346269 | 2178309
wyrazu

Nr wyrazu 33 34 35 36 37 38 39 40 41
Warto$¢ wyrazu | 3524578 | 5702887 | 9227465 | 14930352 | 24157817 | 39088169 | 63245986 | 102334155 | 165580141
Nr wyrazu 42 43 44 45 46 47 48

Warto$¢ wyrazu | 267914296 | 433494437 | 701408733 | 1134903170 | 1836311903 | 2971215073 | 4807526976

Nr wyrazu 49 50 itd

Warto$¢ wyrazu 7778742049 12586269025 itd




