Co taczy te krzywe? cz.1

W matematyce rozrézniamy wiele krzywych, jednak najczgsciej spotykamy si¢ z okrggiem,
parabola, hiperbola, elipsa. Jak okreslamy te krzywe? Gdzie wystgpuja? Co je taczy? Postaram sig
odpowiedzie¢ na wszystkie te pytania. W tym artykule opowiem o okregu i elipsie, a w kolejnych -
o pozostalych wymienionych krzywych.

1. Okrag

Kazdy zapewne wie, jak wyglada okrag. Potocznie mowi sig, ze jest to ,,kotko puste w
srodku”. Natomiast koto znane byto od najdawniejszych czasow. Wykorzystanie tej figury jako koto
jezdne pojawito si¢ ok. 3500 lat p.n.e. w Mezopotamii. Okrag to brzeg kota, czyli
zbi6r punktéw plaszczyzny jednakowo oddalonych od jednego punktu zwanego srodkiem okregu.
Odcinek taczacy dowolny punkt okregu z jego srodkiem nazywamy promieniem okrggu.

Oto kilka przyktadow zastosowan okregow:

zrodto : opracowanie wilasne

zrodto : pixabay.com



2. Elipsa.

Potocznie elips¢ nazywamy ,,sptaszczonym okregiem”. Cho¢ tak naprawdge, to okrag jest
szczegolnym przypadkiem elipsy, a nie na odwro6t.

Gdzie znajdziemy figury,
ktore maja ksztatt elipsy
lub ktorych brzeg jest
elipsa?

Wystarczy, ze spojrzymy
na powierzchni¢ wody w
przechylonej szklance czy
na powierzchnig
przecigtego pod pewnym
katem ogorka. Eliptyczny
ksztalt ma tez cien rzucany
przez o$wietlona z boku
pitke.

zrédlo: opracowanie wlasne
Czy trudno jest narysowac elipsg? Przekonajcie sig, ze to tatwe zadanie.
Wystarczy wzia€ papier (i jaka$ podkiadke) lub karton, wbi¢ w niego dwie pinezki (w pewne;j
odleglosci od siebie). Nastepnie trzeba wzia¢ kawatek nitki lub sznurka, zwiaza¢ konce i taka
petelke zaczepi¢ o pinezki (nitka powinna by¢ luzna). Teraz wkiadamy otowek do srodka petli 1
przesuwamy tak, aby nitka byla stale napigta. Na papierze powstanie elipsa:







zrodlo : opracowanie whasne
Znajac sposob rysowania elipsy mozna tatwo wywnioskowac, jaka jest definicja tej krzywe;:

Elipsa jest zbiorem punktow ptaszczyzny takich, ze suma ich odlegtosci od dwoch ustalonych
punktow F; i F, zwanych ogniskami jest stala.
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Osig wielka elipsy nazywamy odcinek A A, , gdzie A, 1 A, sa punktami przecigcia elipsy z prosta
wyznaczong przez ogniska.
Osig mala elipsy nazywamy odcinek BB, , przy czym B, 1 B,sa punktami przecigcia symetralnej

osi wielkiej z elipsa.
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Wiemy juz, ze suma odlegto$ci dowolnego punktu elipsy od jej ognisk jest stala. Okazuje si¢
jeszcze, ze suma ta jest rowna dlugosci osi wielkiej elipsy.

Roéwnanie kanoniczne elipsy o osi wielkiej dtugosci 2a 1 osi matej dlugosci 2b ma postaé:
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Elipsa ma wtasciwosci skupiajace w ognisku. Co to znaczy? Otoz fala, ktora wyjdzie z jednego
ogniska zostanie skupiona w drugim. Jezeli mamy napetnione woda pudetko o eliptycznym brzegu i
zanurzymy energicznie palec w punkcie odpowiadajacym jednemu z ognisk, to po chwili w drugim
ognisku zaobserwujemy nagte spigtrzenie wody.

Przytoczg teraz fragment ksiazki ,, Szczesliwy X. Matematyka na co dzien”, w ktérym autor Steven
Strogatz w ciekawy sposob wyjasnia zjawisko skupiania w ognisku elipsy:

,»Przypusémy, ze Daniel 1 Lukasz bawia si¢ w laserowego berka w eliptycznym pomieszczeniu z
lustrzanymi $cianami. Umoéwili sig, Ze nie wolno celowa¢ laserem bezposrednio w przeciwnika —
trafi¢ go mozna tylko swiattem odbitym. Daniel, niezbyt biegly w geometrii czy optyce, proponuje,
zeby kazdy z graczy stanat w ognisku. ,,Doskonale — odpowiada FLukasz — pod warunkiem, ze ja
bede strzelat pierwszy”. Coz, gra bedzie dos¢ krotka, gdyz Lukasz nie moze spudtowac! Jakkolwiek
ustawi swoj laser, zawsze trafi w Daniela. Kazdy strzal daje zwycigstwo.

Jesli wasza ulubiona gra jest bilard, wyobrazcie sobie eliptyczny stot z tuza w jednym z ognisk.
Ustawiajac bile w d r u g i m ognisku, zapewniacie sobie mistrzowskie uderzenie z gwarancja
trafienia. Wszystko jedno, jak uderzycie bilg, wszystko jedno, gdzie odbije si¢ ona od bandy —
zawsze trafi do tuzy.”

Wiasciwosci skupiajace elipsy wykorzystano tez w medycynie do rozbijania kamieni nerkowych
fala pozaustrojowa. W duzym uproszczeniu wyglada to tak, ze umieszcza si¢ pacjenta w eliptyczne;j
wannie w taki sposob, aby kamien znalazt si¢ w jednym z ognisk. Nastgpnie z drugiego ogniska
generuje si¢ fale, ktéra skupia swa energi¢ na kamieniu rozbijajac go.

Elipsy znajdziemy tez we Wszechs§wiecie. W 1609 roku Jan Kepler odkryl, Ze orbita kazdej z planet
Uktadu Stonecznego ma ksztatt elipsy, a Stonce znajduje si¢ w jej ognisku. Poza tym powierzchnie
planet (i ksiezycow) nie sa idealnie kuliste lecz tworza powierzchnig¢ zwana elipsoida obrotowa.
Powierzchnia ta powstaje z obrotu elipsy wokot jej osi (wyglada wige jak pitka do rugby lub dysk).

Sklepienia zaprojektowane w ksztalcie elipsoidy obrotowej maja szczegolne wlasciwosci
akustyczne. Dwaj rozmowcy stojacy twarza do Sciany w przeciwlegtych ,,rogach” takiej
przestrzeni, beda si¢ doskonale stysze¢ wzajemnie mimo gwaru panujacego dokota. Rozméwcey
moga mowic catkiem cicho, nawet szepta¢ 1 znajdowac si¢ w odlegtosci nawet 30m od siebie.
Przyktadami takich przestrzeni sa Galeria Szeptow w Katedrze §w. Pawta w Londynie, galeria przy
restauracji Oyster Bar na Grand Central Station w Nowym Jorku 1 wiele innych.



3. Okrag i elipsa — troche¢ zadan

» Czy mozna w jaki$ ,,matematyczny” sposob otrzymac elipse z okregu? Okazuje sig, ze tak.
Pomoze nam w tym nastgpujace przeksztalcenie geometryczne:

Punktowi P(x, y) przyporzqdkowany jest punkt P' ( x, ky), gdzie k jest pewnq liczbq dodatniq.
(np. dla k = 3 punktowi P(1,2) przyporzadkowany zostanie punkt P' (1, 6))
Obrazem okregu w tym przeksztatceniu jest elipsa.

Mozna zobaczy¢ to na przykladzie:
Narysujcie okrag o srodku (0,0) 1 promieniu dtugosci 3. Zaznaczcie na nim kilka punktow, a

1
nastepnie znajdzcie obrazy tych punktow w opisanym przeksztalceniu dla k= 3 oraz dla k=2.

Potaczcie powstate punkty i naszkicujcie elipsy. Jakie dlugosci maja osie tych elips?

» Sposrod wszystkich punktéw na elipsie najblizej ogniska lezy jeden z koncoéw osi wielkiej
elipsy, a drugi koniec tej osi to punkt najbardziej oddalony od tego ogniska. Najmniejsza
odlegtos¢ Ziemi od Stonca to 147 mln km., a najwigksza — 152 mln km. Jaka dtugo$¢ ma o$

wielka orbity Ziemi?
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» Na zakonczenie sprobujcie uzasadnic, ze ogniskami elipsy )
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oraz Fy(— ¢, 0), gdzie ¢ =a’ — b*.

Jak wida¢ matematyka to nie tylko liczby 1 dziatania na nich, ale 1 inne obiekty, jak
np. krzywe a wsrdod nich okrag 1 elipsa. Zwlaszcza wlasciwosci tej drugiej mozna
wykorzysta¢ w ciekawy sposob.

Zrodta:
»Szezesliwy X. Matematyka na co dzien” - Steven Strogatz, wyd PWN Sp. z 0.0. 2014r
* ,Matematyka przy kominku” - Michal Szurek wyd BTC 2008r
* Krzywe stozkowe w codziennym zyciu” - Tomasz Gregbski ,czasopismo ,,Matematyka” nrS5,
2015r
* ,Matematyka II. Podrecznik dla liceum i technikum zakres podstawowy z rozszerzeniem” -
M. Dobrowolska, M. Karpinski, J. Lech, wyd GWO, 2003r
* encyklopedia PWN

Odpowiedzi do zadan:
1. dla k=% osie maja dlugosci: 6 1 2; natomiast dla k=2 maja dlugosci 61 12.

2. O$ orbity Ziemi ma dtugo$¢ 147min km + 152mIn km = 299 mln km.
3. Wskazowka: Punkt A(a, 0) i B(0, b) nalezy do elipsy, wiec  |4F|+|AF,|=|BF |+|BF |



